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Tema 3: Mecdanica do corpo rixido J. M. Sanchez de Santos

1. Rotacidns e tensores

O concepto de escalar refirese a unha magnitude M que permanece in-
variante baixo as transformaciéns de coordenadas:

M(z,y) = M(z',y").

Por exemplo, se M representa a masa dunha particula con coordenadas
(z,y) nun certo sistema, esta non cambia se cambiamos o sistema de xeito
que as novas coordenadas sexan (z’,y’). A masa é polo tanto un escalar
como tamén o son a temperatura, a presidn, a enerxia, etc.

Outras cantidades si dependen do sistema de coordenadas, como a ve-
locidade ou a forza, e son descritas mediante vectores. Da mesma maneira
que un escalar é invariante, os vectores poden definirse en relacién coas sias
propiedades de transformacién en relacién cos cambios de coordenadas.

Esta idea xeneralizase e definiremos tensores, magnitudes con propieda-
des ben definidas ante as transformaciéns de coordenadas. Neste capitulo
restrinxirémonos a transformacions ortogonais en tres dimensiéns e fala-
remos de tensores cartesianos. No tema seguinte estenderemos as mesmas
ideas s transformacions de Lorentz en catro dimensiéns para introducir os
tensores de Lorentz.

1.1. Cambios de base ortonormal

Sexa un sistema de coordenadas con eixos nas direccidns dos vectores
unitarios e, e9,e3 que forman unha base ortonormal, é dicir, os seus pro-
dutos escalares satisfin: e; - €; = d;;, onde 4,7 = 1,2,3 e §;; é o simbolo de
Kronecker:

1 sei=3

0 sei#j.

Un punto calquera terd vector de posicion:

5@']’ =

r = x1€1 + x2€e2 + x3€3,

onde as componientes x; son as proxecciéns de r sobre as direcciéns dadas
polos vectores da base: x; =1 - e;.

Se facemos unha transformacién do sistema de coordenadas, un cambio
de base, os novos eixos estan nas direccién dos vectores da nova base e o
vector de posicién podera ponerse agora:

/N /N !/
r =€ + Zo€o + T3€3,

onde z} = r - e, sendo a nova base tamén ortonormal: e; - €, = d;;. As
componentes na nova base poden expresarse linearmente en funcién das
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componentes na base antiga:

/ / /
r, = r-e; = (:L’lel + x9€9 + 11393) -e =
/ / /
= wi(er-€)) + zz(ez-€)) +x3(ez-e€1) =
= a11Z1 + a12%2 + a1373,
onde
/ / /
a;j = ej - €; = €; - e; = cos(e;, €)
son os cosenos directores, os cosenos dos angulos que forman os vectores
dunha das bases cos da outra. Analogamente se poden expresar as demais
componentes:
/
Ty = @21T1 + a22T2 + G23%3

/
T3 = a31x1 + a3ze2T2 + ass3xs,

ou
3
/ —_— .. .
xT; = ai;T;.
i=1

As cantidades a;; forman a matriz de cambio de base A:

ain a2 a3
A= a1 a2 a3
az1 asz ass

e, en forma matricial escribimos:
r=A-r.

Para obter a transformacién inversa, simplemente hai que intercambiar e; <
e;, ou sexa aj; < aj; e, polo tanto:

r=A""1.r,

con
ail a1 asi
A_l = a2 ag2 Aasg = AT.
a3 a3 ass
A matriz A é tal que a sia inversa é igual 4 sida trasposta: é unha matriz
ortogonal:

A-AT = AT . A=1.

As relaciéns anteriores escribense en componentes:

3 3 3

> agia =Y > Sijariar = 0

i=1 i=1 j=1

3 3 3
D awain =YY bijainaj = o, (1)
i=1 =1 j=1
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que son 6 relaciéns independentes de ortogonalidade en cada caso. Fixémo-
nos que o indice sobre o que se suma ocupa o segundo lugar en ambos
factores na primeira ecuacién e o primeiro lugar na segunda. Isto é porque
estamos multiplicando unha matriz pola sda trasposta, ou sexa, filas por
filas ou columnas por columnas. Lembremos que, dado que as entradas da
matriz de cambio de base non son maéis que as componentes dos vectores
dunha base na outra, estas condiciéns reflicten o feito de que as bases son
ortonormais: os produtos escalares dunha fila (columna) por si mesma son
1 e os dunha fila (columna) por outra distinta son 0.

1.1.1. Exemplo: rotacions no plano

Se consideramos unha base ortonormal do plano euclideo e realizamos
unha rotacién de dngulo 6 como na figura:

Y
Y! X27777,7777,;
Rk
- | \
o “ N
/// | \\ X’
- I
7 | X’-I
XN\~ _ -
2X_ -~ |
a I
. AeZ \
e |
2
&\ |
\
-— ‘ X
é, X

Figura 1: Rotaciéns no plano

/AN /AN
r = x1€1 + T2e2 = Tj€] + X9€,
/ / ’ / m
i =r-e; =x(e;-e)) +x2(ez-€)) =x1cos0 + x2 COS(§ —6)

vh=r-e)=m(e-€)) +za(ey-e) =z cos(g +0) + x2 cos b,

e a matriz da rotacién é:
e cos cos(z —6) ) _ cosf senf
cos(5 +0) cos 6 —senf cosf
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1.2. Convenio de Einstein

No célculo tensorial aparecen por doquier expresiéons que contenen su-
matorios sobre algin indice. Para simplificar as ecuacions seguiremos o con-
venio de Einstein de suma sobre indices repetidos: sobreentenderase que en
toda expresién onde haxa un indice que se repite no mesmo membro hai
que sumar dito indice sobre todos os valores posibles. Asi reescribiremos as
expresions do xeito que amosamos a continuacién:

3
/ — .. . / — .. .
Tp= ) QT — T = QT
=1
3
> " aijai =0k — i = Ok
i=1

3
XY= iy — X-y=ay
i=1

3 3

Z Z 0ijaikaj = 0 —  0;jQik0j5 = O
i=1 j=1

Os indices repetidos, que van sumados, chamanse indices mudos e os indi-
ces non repetidos, que deben ser os mesmos en ambos membros da ecuacion,
chdmanse indices libres. As veces hai situaciéns en que aparecendo un indice
repetido non hai que sumar sobre el, nese caso indicarase explicitamente.

1.3. Escalares e vectores

As transformaciéns ortogonais deixan invariante o produto escalar de
dous vectores. Efectivamente, para vectores calquera u, v:

/ / /)
u' - v = v = (aug)(agv) = aipaiugpy; = Opugty = Ukt = W -V,

onde utilizamos as condiciéns de ortogonalidade (1). En particular, a norma
ou lonxitude dun vector tamén ¢é invariante:

VPP =V v =v.v=|v|?,

e polo tanto as lonxitudes ou distancias son escalares baixo transformacions
ortogonais, como corresponde a unha cantidade que non se transforma:

S=49".

Observemos que nas expresioéns anteriores non hai ningin indice libre, todos
os indices van sumados, son indices mudos.
En cambio, os vectores de posicién vimos que se transformaban de acordo

T; = a;jx;.
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FEn xeral definiremos un wector como un conxunto de componentes v =
(v1,v2,v3) que ante unha transformacién ortogonal de coordenadas se trans-
forman como

V; = Q55

A lei de transformacién das componentes dun vector é igual & da transfor-
macion das coordenadas dun punto. As componentes dun vector levan un
indice que pode tomar os valores 1,2, 3. Na expresién anterior hai un indice
libre e aparece a matriz de cambio de base.

1.4. Tensores de segunda orde

Pasemos agora a tensores de 2% orde. Sexan u, v dous vectores de com-
ponentes u;, v;. Definamos o obxecto (u ® v) formado por nove cantidades
definidas da maneira seguinte

(u ® V)ij = UiVj.

Cada un dos produtos tensoriais dos vectores da base ten unha soa com-
ponente distinta de cero, por exemplo (e; ® e2)12 = 1 e as outras son nulas.
De feito estes produtos forman unha base para os tensores de segunda orde.
Por exemplo u ® v = u;vj(e; ® €;), ou en forma de matriz:

UiV UIv2  U1v3
uRv = UV1  UV2  UV3
uUzvl  U3v2  U3vV3

A este obxecto chamaselle produto tensorial ou diddico dos vectores u;, v;.
Vexamos como se transforman as sias componentes baixo unha transforma-
ci6én ortogonal:

(@ V)i = up) = (agur)(a;v) = airajupr = agaj(a @ V).

Temos agora unha lei de transformacion distinta daquela dos escalares e dos
vectores. A expresion anterior ten dous indices libres, e a matriz de cambio
de base aparece duias veces. O que estamos vendo é un exemplo de tensor
de orde 2, que satisfai a definicién que damos a continuacion:

Chamamos tensor de sequnda orde T a un conxunto de 32 = 9 cantidades
t;; que baixo un cambio ortogonal de coordenadas se transforman de acordo
coa lei:

t;j = aikaﬂtkl.

As t;; son as compoiientes do tensor na base introducida anteriormente:
T = t;;e; ® ej. Podemos expresar tamén a lei de transformacién dun tensor

de segunda orde de forma matricial:

T=A-T AT
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Tema 3: Mecdanica do corpo rixido J. M. Sanchez de Santos

1.5. Tensores de orde superior

O produto tensorial pode xeneralizarse para un niimero calquera de vec-
tores, por exemplo para 3:

(u RV W)ijk = UiV Wk
coa lei de transformacién
/
(U. XV W)ijk = ailajmakn(u VYR W)lmn

Estas son as compofientes dun tensor de 3* orde, que en xeral se define como
un obxecto con 33 = 27 compofientes etiquetadas por 3 indices e que cumpre
a lei de transformacién anterior ante cambios ortogonais de coordenadas:

T =t;ke; ®e; @ ey,
onde as t;;;, se transforman:
/
tijk = ailajmak’ntlmn

Seguindo este procedemento podemos construir tensores de todas as or-
des e definir un tensor de orde n como o obxecto formado por 3" componentes
t

i149..0n, *

T =tiiy..in€i D€ @ R €,
que se transforman de acordo coa lei:
ivig...in = Qiyjy Qigjy - Qiyjnljijo..jn

O que chamdaramos escalares e vectores son tensores de orde 0 e 1 res-
pectivamente.

1.6. Operacions con tensores

Adicidon, subtraccién. Os tensores de ordes iguais poden sumarse e res-
tarse componente a componente, por exemplo:

(S + T)z]k = Sijk + tijk

Multiplicacién por un escalar. A multiplicacién por un escalar deixa
outro tensor da mesma orde:

(/\T)ij = )\tijk
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Contracciéns. A contraccién de indices é unha operaciéon que reduce a
orde dos tensores e consiste en facer dous indices iguais e sumar sobre o que
resulta, sexan indices de tensores distintos ou dun mesmo tensor. Vexamos
exemplos:

= produto escalar de vectores:

Dados dous vectores de componentes u;, v;, o produto escalar ordinario
non é mais que a contraccién dos indices 4, j:

u-v =uv;

= Traza dun tensor de segunda orde:

Dado un tensor de segunda orde t;;, o resultado de contraer ambos
indices é a suma dos elementos diagonais, a traza (un escalar):

t;; = Tr T.

En xeral esta operacion realizada con dous indices dun mesmo tensor
d4 un tensor de dias ordes menos que o inicial.

= Contraccion dun tensor de segunda orde cun vector:

E a maneira habitual de actuar sobre un vector cunha aplicacién linear:
ui:tijvj, u="T:-v

O resultado é outro vector xa que:

tiv; = (aikajitr) (QjmUm) = ik 10imtaVm = QikOimtrvm = i (teivr)

= Contraccion de indices de dous tensores de orde 2:

Se contraemos un sé indice o resultado é outro tensor de orde 2 (o
produto ordinario de matrices):

Lik = TijSjk, T=R-S

Se contraemos os dous teremos un escalar:

t=rys’" =Tr(R-S)

produto tensorial. E unha xeralizaciéon do produto tensorial de vectores.
O produto tensorial de dous tensores de ordes n e m é un tensor de orde
n—+m:

it oipgt oo = Tt iin Sj1omejm T=R®S

Mecénica Clésica 11 9 Grao en Fisica USC
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1.7. Diagonalizacién dun tensor simétrico

Diagonalizar un tensor consiste en atopar unha base na que as suas
componentes #;; sexan 0 se ¢ # j, é dicir, unha base na que s6 os elementos
da diagonal sexan distintos de cero. O seguinte resultado serd ttil no seguinte
e o enunciamos sen demostracién a modo de repaso:

Teorema: Calquera tensor simétrico pode ponerse en forma diagonal
mediante unha transformacion ortogonal. Os elementos da diagonal son
entén tunicos (excepto a orde) e os eixos correspondentes son tamén tuni-
cos (excepto dexeneracién).

Os elementos da diagonal A\; chdmanse valores propios ou autovalores e os
eixos correspondentes son os eizos principais, € van na direccién dos vectores
propios v;. Os valores propios son as soluciéns da ecuacién det(T'—A1) = 0, e
unha vez temos os valores propios podemos calcular a direccién dos vectores
propios (calquera vector nesa direccién, independentemente do seu sentido
e o seu médulo, serd propio) como a solucién de T'v; = \;v; (aqui NON
estamos sumando no indice 7).

Lemas:

1 - Para un tensor real e simétrico as raices da ec. secular son reais.

2 - Os vectores propios dun tensor simétrico correspondentes a valores
propios distintos son perpendiculares.

3 - No caso de dexeneracién dobre (tripla) a ecuacién de autovalores ten
duas (tres) soluciéns perpendiculares entre si.

Existe polo tanto unha base (ortonormal) de autovectores na que o tensor
adquire a forma diagonal. Se esta base se obtén da orixinal mediante €'; =
a;je;, o tensor obterd a sia forma diagonal t_ij tras transformalo de acordo
con 72 = ailajmtlm.

1.8. Pseudovectores e produto vectorial

Definamos o simbolo de Levi-Civita €;j;; como

€123 = 1

e totalmente antisimétrico:

epgijry = (1) Peyp,

¢é dicir, a stia componente ¢jk é 1 ou -1 dependendo do nimero de permuta-
ciéns entre vecifios necesarias para ordenar ijk como 123 e, obviamente, 0
se algtin indice se repite.
Dados dous vectores A;, B;, o seu produto vectorial pode expresarse co-
mo:
(A X B)Z = EijkAjBk

Mecénica Clésica 11 10 Grao en Fisica USC



Tema 3: Mecdanica do corpo rixido J. M. Sanchez de Santos

que é equivalente 4 conecida receita:

€1 €2 €3
(AXB): A1 AQ A3 s
By Bs Bs

como se pode comprobar facilmente escribindo todos os termos de cada
componente.

Estas expresiéns podemos utilizalas para definir rigorosamente o deter-
minante dun tensor de 2% orde. Sexan os tres vectores:

A = (t11,t12,t13) A=ty
B = (t21,t22,t23) By =ty
C = (t31,132,t33) C) = tg,
enton:
A Ay Az t11 ti2 ti3
A-(BxC)=| By By B3 |=|ta tan to |=|t|
Ci Cy Cs t31 t32 133

por outro lado

A - (B X C) = AiqjkBjCk = Eijktlitgjtgk = ‘tij’ =t

En xeral temos que
teijk = €lmntiltjmtk:n

Para unha transformacion ortogonal:
A-AY =1 = det(A) det(AT) =1 = (det(A4))? =1 = det(A) = +1

e por ser entén det(A) = a simplemente un signo podemos pasalo para o
outro lado na expresién xeral do determinante e obter:

€ijk = A€lmnAilAjmAkn

As transformaciéns para as cales det(A) = 1 chdamanse rotacidns ou
transformacions propias.
As transformacions nas que det(A) = —1, por contra, chdmanse transfor-

macions impropias e involucran reflexion dun niimero impar de coordenadas.
Comprobemos agora como se transforma o produto vectorial. Sexa V =
(A x B):

! / /
Vi = €ijiAj By, = a€mn Qi@ jmarnajpargAp By =

= aflmnailémp(anAqu = a Q1€mnAm By = aa; V)

Mecénica Clésica 11 11 Grao en Fisica USC
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Vemos que a lei de transformacién é analoga 4 dun vector pero incluindo o
determinante da matriz de transformacién. A este tipo de obxectos chama-
selles pseudovectores ou vectores aziais. Do mesmo xeito podemos definir
pseudoescalares e pseudotensores como aqueles obxectos que se transforman
como un escalar ou un tensor respectivamente, pero cambiando de signo se
a matriz de cambio ten determinante -1. O propio simbolo de Levi-Civita
¢é un pseudotensor de orde 3.

Outras cantidades que ata agora chamabamos vectores son en realidade
vectores axiais ou pseudovectores. Por exemplo, o momento angular L = r x
p ¢é un pseudovector porque na sia lei de transformacion o produto vectorial
introduce o determinante da matriz de transformacion. Outro pseudovector
¢é a velocidade angular. O nome de vector axial é obvio pois estas cantidades
estan asociadas a un eixo de rotacién.

De todos os xeitos, no espazo fisico ordinario no que se moven 0s corpos
materiais, as tnicas transformacions posibles son as propias, as rotacidns, e
como o seu determinante ten signo positivo, non serd necesario distinguir os
tensores dos pseudotensores.

1.9. Bases non ortogonais

Ata este momento tratamos sempre con bases vectoriais ortogonais, é di-
cir, todos os vectores da base eran perpendiculares. Non obstante, nada nos
impide tomar unha base non ortogonal. Nesta base o médulo dun vector
r = zle; + z2ey + x3es seria

rr=r)* = (e ej)z'e) = gjjate’

onde definimos a matriz métrica g;; como g;; = €;-e;. Se a base ¢ ortonormal
gij = 0;; e a férmula redicese 4 férmula euclidea habitual.

Cando escribimos a forma xeral dun vector como v = v'e; estamos de-
finindo as comporientes contravariantes de v. Tamén podemos definir as
chamadas componentes covariantes:

vi=e;-v=_e- ej)vj = gijvj

Cando a base é ortonormal as componentes covariantes e contravariantes
coinciden, pois a métrica é ¢;;. Con todo, en bases xerais isto non serd asi, e
as componientes que usamos para escribir un vector como suma de vectores
da base non coinciden coa proxecciéon do vector sobre a base.

Vexamos como se transforman unhas e outras. Sexa un vector calquera
v = v'e; = v'%e], onde as bases relaciénanse mediante €, = a’e;. Obsérvese
que denotamos agora os elementos da matriz de cambio de base cun indice
e un superindice. E tamén importante a orde en que estes aparecen, xa que

por ser unha matriz ortogonal, a trasposta ¢ igual que a inversa: a’,a; = 87,

Jel

e polo tanto e; = a’; -

Mecénica Clésica 11 12 Grao en Fisica USC
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As componientes covariantes transforman coa mesma lei que os vectores
da base:

k k

' —v.e =de. .o = plea.. —igkg., =
Ui—V e,L'—'UeJ ei—ve] aiek—'vaig]k—ai'vk

Polo contrario, as componentes contravariantes transforman coa matriz
trasposta ou inversa:

je;- = U']e;« =07 = a0

v =v'e; =v'a ;

Para que unha contraccién de dous indices dun tensor se comporte ten-
sorialmente deben contraerse un indice covariante e outro contravariante, de
xeito que as transformaciéns se compensen e no obxecto resultante s6 haxa
que transformar os indices restantes. Por exemplo, o produto escalar de dous
vectores quedaria

vw =v'e; - wle; = v'w gy = v'w;
Todo isto serd relevante na formulacién tensorial da relatividade especial,
xa que ali a métrica non é a euclidea, senén a métrica de Minkowski.

1.10. Rotacions infinitesimais

A pesar de que unha rotacién tridimensional ten 3 parametros libres, en
xeral estes tres parametros non formaran un vector, xa que ddas rotacions
finitas non conmutan (e a suma de vectores si, polo tanto non poderfamos
combinar os vectores asociados a cada rotacion). Isto non é asi para rotaciéns
infinitesimais.

Sexa unha rotacién infinitesimal A = 1 + A con A unha matriz na que
as componentes son numeros moi pequenos. Duas rotaciéns consecutivas
actuarian entén como:

Ap-Ag = (14+A])-(14A2) = 14+A1 +A5+0(A?%) = (1+A2)-(1+A1) = Agy-Ay

se desprezamos o termo O(A?) por ser moi pequeno, termo que introduciria
unha distincién entre as duas formas de ordenar as rotacions.
Ademais:

(1+A) 1-A)=1+A-A+0AH)=1+0(A) = (1+A)'=1-A
e por ser a transformacion ortogonal
AT=AT=s 14+ AT=1-A= AT = A,

a matriz A ten que ser antisimétrica.

Mecénica Clésica 11 13 Grao en Fisica USC
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Parametrizando A como:
0 —dQl3  dQe

A= ng 0 _dQl
—dQe  d 0

podemos escribir a variaciéon dun vector despois de aplicarlle a transforma-
cion da seguinte maneira;:

0 —ng dQQ .7}1
de=1"—-r=(1+A) r—r=Ar= dQs 0 —d 2?2 | =
—dQQ dQl 0 SL‘3

dQng — ng@‘Q
dQzt —dQ2® | =dQ xr
dlez — dQQiL‘l

Por tanto d€2 é un pseudovector, o pseudovector de rotacion. Se o vector
dS2 é colineal con r entén dr = 0, é dicir, existe unha direccién invariante
(eixo de rotacién) na cal estd o vector de rotacién. O seu médulo é o dngulo
infinitesimal xirado, e o seu sentido depende do sentido de xiro mediante a
regra do sacarrollas.

Podemos ver que para un corpo xirando

dr  dS2
dr=dQIXr=—=—Xr=wxr
dt dt
¢é dicir, se temos un sistema de eixos xiratorios ou mobiles e outro fixo, a
variacion no tempo dun vector no sistema que xira serd a mesma que no

sistema, fixo corrixida por un termo debido & rotacién da forma anterior:

dv

dv B dv
dt N

% +w XV

mobiles

fixos

2. Cinematica do corpo rixido

Un corpo ou sélido rixido é un sistema de particulas con posicions rela-
tivas constantes, ||rj;|| = ¢;;. Para un sistema continuo isto significa que a
distancia entre elementos de masa e a masa de cada diferencial de volume
permanecen constantes.

As magnitudes que para sistemas discretos definiamos coma sumas sobre
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particulas agora pasan a ser integrais sobre o volume do sélido:

n
Masa total: M—ZmiHM—/dm—/pdV
1% v

i=1

1 & 1
Centro de masas: R = i ;miri — i /V rdm

n
Momento total: P = Z m;pi — / pdm
i=1 v

O estado dun corpo rixido pode determinarse sen ambigiiidade mediante as
coordenadas respecto a un determinado sistema de referencia de 3 puntos
non colineares do mesmo (9 nimeros), entre os que hai 3 ligaduras (as dis-
tancias entre cada parella de puntos). Polo tanto, o corpo rixido ten 6 graos
de liberdade.

A forma mais conveniente de describir o estado dun corpo é dando a
posicién dun punto (normalmente o centro de masas do sistema) e a orien-
tacion dun sistema de eixos ligado a ese punto e solidario 6 sélido relativa
0 sistema respecto 6 cal medimos. Obviamente para esta descriciéon necesi-
tamos seis parametros, un por grao de liberdade do corpo (3 ligados a unha
traslacién e outros 3 a unha transformacion infinitesimal).

2.1. Tensor de inercia

Sexa un sistema discreto de particulas. A sia enerxia cinética serd

"1
T = E §moya2
a=1
e como a velocidade dunha particula podémola escribir en xeral como
Vo=V +4+wxXr,

onde V ¢ a velocidade de traslacion e w a velocidade de rotacién con respecto
a uns eixos fixos. Polo tanto:

1 1 n n
T= §MV2+§Zma(w xra)2+ZmaV-(w X To)

a=1 a=1

O termo da forma ) m,V - (w xr,) antlase cando tomamos a orixe do sis-
tema de referencia mobil no centro de masas do corpo. Neste caso serd valida
a descomposicién:

T = Tras + Trotu
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onde
1

Ttras = §MV2

é a enerxia cinética do CM e
n
1
2
Trot = B E Ma(w X ry)
a=1

¢é a enerxia cinética de rotacién con respecto ao mesmo CM.
Usando

(A x B)? = |AP*|B|?sen® a = |A*|B]*(1 — cos? o) = |A|*|B|* — (A - B)?

escribimos o termo de enerxia cinética de rotacion como

1 1
Trot = 3 zo;ma(w X Tq)? = 3 %:ma[WQI‘az — (W)Y =

1
=3 > Ma [6iwjwita kak — (Witei) (@WjTa,;)] =
«

1
= iwi g ma((sijmcx,kxa,k - $a7ixa,j) Wy
o

Temos entén que:

Trot = iwilz’jwja

onde definimos
Lij = Z Ma(0ijTakTak — Ta,iTa,j)

[e%
como as componentes do tensor de inercia I, que tamén se pode expresar en
forma matricial como:

I= Zma(rill —Tr,®7ry)

2 2
Yo T 26 —Tala Tala
_ 2 2
I= E Mg —TaYa Tot+ 2L —ZaYa
2 2
o —TaRa —ZaYa Yo+ T4

A expresion da enerxia cinética de rotaciéon pode daquela escribirse tamén:
Tiot = iw I w

Para distribuciéns continuas de materia:
]I:/ dm[r*l —r @] :]I:/ dVp[r*l —r@r]
14 1%

Este tensor de inercia ten as seguintes propiedades:
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» E un tensor de segunda orde. Isto dedicese inmediatamente da defi-
nicién, pois se trata dunha combinacion de tensores e escalares. Polo
tanto, ante unha transformacién ortogonal (unha rotacién dos eixos)
transformarase de acordo con:

/

En forma matricial:

I'=A-1-AT
= E real e simétrico (I;; = Ij;) (e polo tanto sers diagonalizable)

» E aditivo: o tensor de inercia de varias particulas ou dun sistema com-
posto de varias partes é a suma do tensores de inercia de cada particula
ou parte.

= Depende da orixe do sistema de coordenadas e da eleccion dos eixos.

Como a velocidade angular esta dirixida na direccién do eixo de rotacién,
se n é o vector unitario nesta direccion w = wn e:

1 1 1
Tziw-ﬂ-wziw(n-]l-n)wzi aw?

onde definimos o momento de inercia respecto a unha direccién n como
In=n-I-n

Podemos ver polo tanto que os elementos da diagonal son os momentos
de inercia con respecto aos tres eixos coordenados. Os termos non diagonais
son os chamados produtos de inercia.

2.1.1. Exemplo: tensor de inercia dun sistema discreto de 3 particu-
las

Sexan tres particulas da mesma masa m con posiciéns (a, 0,0), (0, a, 2a)
e (0,2a,a) respecto a un sistema de eixos. O tensor de inercia do conxunto
rixido é a suma dos tensores asociados a cada unha das particulas. Neste
caso:

0 0 0
L=m| 0 a2 0
0 0 a2
5a2 0 0
Ib=m 0 4a® —2a2
0 —2a? a?
5a° 0 0
I3 =m 0 a® —2a?

0 —2a2 4a?
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e o tensor de inercia do sistema:

10 0 0
I=ma®>| 0 6 —4
0 -4 6

2.1.2. Exemplo: tensor de inercia dun cubo homoxéneo

Sexa un cubo macizo homoxéneo de masa M e lado a. Consideremos o
sistema centrado nun vértice e cos eixos na direccion das arestas do cubo.
Sexa p = % a densidade. Calculemos as componentes do tensor de inercia.

I11:/ (ac2—|-x3dV P/ dml/ dx?/ d$3x2+$3)

. a s 2M 5 2,
:pa/o dx2<:c2a+3>—p <3+3>:3pa §$a gMa

Iix = —/ prizedV = —,0/ dw1/ d332/ dr3riTe =

1M 1
/ da:lxl/ droxe = —pa;; = —Zpa = _Zﬁag) —11\4a2

O resto das componentes non é necesario calculalas debido 4 simetria. O
tensor de inercia completo é pois:

=

SN
NN

I = Ma?

ol
|

|
N
|

=
ol

2.2. Momento angular

No sistema ligado 6 sélido:

L= Zra X Pa = Zmara X Vg = Zmara X (w X ry)
e usando a identidade vectorial A x (B x A) = (A%2)B — (A-B)A
L= ma[rd)w — (o w)ry] =
= L; = Z Ma(TakTa kWi — Ta,iTa,jWj) = Z Maw;(0ijTakTak — Ta,iTa,j)-

é dicir:

Li = Iz-jwj
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ou:
L=1 w

e levando isto & expresién para a enerxia cinética de rotacion:

1 1
Tmtziw-ﬂ‘wziw‘L

2.3. Momentos principais de inercia e eixos principais

Por ser o tensor de inercia real e simétrico é diagonalizable. Polo tanto,
mediante unha transformacion ortogonal do sistema de coordenadas, pode-
remos escribir I de forma diagonal, con autovalores I;, chamados momentos
principais de inercia, nunha base que determina os eixos principais. Cando
estamos nesta base a enerxia cinética exprésase como

1 1
Trot = iw Jow= i(Ilw% +Igw§ + Igwg)

e o momento angular total :
L=1 w= (Ilwl, IgWQ,IgUJg)

Como os momentos principais de inercia son as soluciéns da ecuacién de
valores propios:
L=Tw=1Iw

vemos que se temos un xiro arredor dun dos eixos principais de inercia os
vectores momento angular L e velocidade angular w son paralelos, estando
ambos na direccién do correspondente eixo principal.

En xeral, nos problemas que trataremos os corpos teran determinadas
simetrias que nos permiten atopar facilmente os eixos principais. Se o no-
SO corpo ten un eixo de simetria, este sera sempre un eixo principal. Por
exemplo, para un sélido de revolucion, o eixo de revoluciéon serd un eixo
principal, e os outros dous serdn eixos perpendiculares calquera no plano
normal (dexeneracién 2 dun dos autovalores).

Se temos un corpo no que Iy = Iy = I3 falamos de trompo esférico
(esfera, cubo,...)

Se I} = Iy # I3 temos un trompo simétrico (buxaina, cilindro,...)

Se I # I # I3 estamos ante un trompo asimétrico.

2.3.1. Exemplo: eixos principais dun cubo

Os momentos principais de inercia para o cubo homoxéneo do exemplo
son:

11 1
L=1,= EMa2 I3 = 6Ma?
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O eixo principal na direccién do vector propio correspondente a I3 vén dado

pola soluciéon de:
1
I-e3= gMa2e3,

que normalizada é:

1
e3 = —(1,1,1).

V3

Cos eixos centrados nesta orixe, o cubo compoértase como un trompo simétri-
co co eixo principal distinguido na direccién da diagonal do cubo, cos outros
eixos principais no plano perpendicular a este.

2.4. Teorema de Steiner

Sabemos que a forma do tensor de inercia depende da nosa elecciéon da
orixe de coordenadas, e agora trataremos de ver como relacionar o tensor I
nun punto arbitrario co tensor calculado no sistema centrado no centro de
masas do corpo se mantemos os eixos coordenados paralelos na traslacion.

Se chamamos R 6 vector que une a orixe do sistema no que queremos
calcular o tensor de inercia e o centro de masas do sélido, r 6 vector de
posicién respecto ao primeiro sistema e r™ a0 vector de posicién no sistema
de centro de masas, enton:

I Z Ma(0ijTakTak — Ta,iTa,j) =
(6%
= mal0i(Xp + xS (Xi + 255) — (X + 23D (X + 253 =

«

=Y ma [0 (X Xp + 2Xpa Y + 2NN -
(07

—(X: X + Xiw S + X2l + 2l a )]

ah]

M

separando os termos que s6 dependen de r™; os que dependen s6 de R e

os termos cruzados chegamos a:
Lij = Iich + M(6;; X, Xy, — X;X;) + termos cruzados

Pero os termos cruzados anilanse, xa que neles sempre apareceran as
coordenadas do centro de masas no sistema centrado no propio centro de

<7 . CM o ez
masas (expresions do tipo >, ma7, ;" , que son cero por definicién).

O resultado ao que chegamos é conecido como teorema de Steiner:
Iz‘j = IZ(;M + M((SHRZ — XlXJ)
En forma matricial:

=14+ M[R?*1 - R®R]
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Figura 2: Teorema de Steiner para eixos paralelos

Existe unha version reducida deste teorema que nos sirve para calcular
o momento de inercia respecto a un eixo arbitrario a partir do momento de
inercia dun eixo paralelo que pase polo centro de masas separado do primeiro
unha distancia d:

In =n-I-n= niIij'l”Lj = nl[IgM -+ M((SinQ — Xin)]nj =
= IM 4 MR? — (n-R)? = I, = ISM + Md?

2.4.1. Exemplo: tensor de inercia dun cubo homoxéneo respecto
ao CM

No exemplo anterior calculamos o tensor de inercia para un cubo ho-
moxéneo respecto aos eixos centrados nun vértice e paralelos ds sias arestas.
Podemos obter o tensor de inercia respecto aos eixos coa mesma orientacién

coa orixe no centro de masas do cubo utilizando o teorema de Steiner para

_ 2_ 32 -
R =(3,5,5), R® = ja°. Entén:

3 1 0 0 1 1 1 1
R2]l—R®R:1a2 010 fZaQ 111
0 01 1 1 1
e temos que

IM=1- MR?’1-R®R]=

2 1 1 1 11 1 0 0
3 4 2 4 6

=Mad*| -1 2 —% - Ma*| -1 —% =Mda*[ 0 L 0

S T S S Nt 0 0 1

4 4 3 4 4 2 6

como se pode comprobar doadamente facendo o célculo respecto do CM
dende o principio.
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2.5. Angulos de Euler

Necesitamos facer unha eleccién das tres coordenadas xeneralizadas ne-
cesarias para determinar completamente unha rotacion no espazo tridimen-
sional. O convenio que imos utilizar é debido a Euler, que parametrizou unha
rotacién arbitraria mediante os dngulos de tres rotaciéns sucesivas do xeito
que describimos a continuacién (dngulos de Euler).

Consideremos un sistema de eixos XY Z e outro sistema X'Y’Z’ rota-
do respecto do primeiro. A orientaciéon destes eixos pode acadarse sempre
mediante o seguinte proceso que involucra tres rotaciéns sucesivas:

Figura 3: Angulos de Euler

= Primeiro facemos unha rotacion de angulo ¢ arredor do eixo Z, que
transforma os eixos iniciais XY Z nun novo sistema enr. Loxicamente
o0s eixos Z e T coinciden ao seren o eixo de rotacion. A matriz asociada
a esta primeira rotacion é:

cosgp sen¢g 0
D=| —sen¢ cos¢ 0
0 0 1

= O segundo paso é unha rotacién de angulo 6 arredor do eixo horizontal
€, que transforma os eixos enT nos novos €'n'r’. Neste caso, o eixo
invariante é o primeiro, e a matriz asociada:

1 0 0
C = 0 cos@ senb
0 —senf cosf

= Por ultimo facemos unha rotacién de dngulo v arredor de 7/, para
definitivamente pasar do sistema €17’ ao sistema final X'Y’Z’. Nesta
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rotacion o terceiro eixo queda invariante e a matriz correspondente é:

cos®¥ seny O
B=| —sent cosy 0
0 0 1

Resumindo, o proceso é o seguinte:
(4 O 4 4 g 1 INA Al
XYZ = ent — énf't’ —— X'Y'Z
D c B
Pédese ver que estas tres rotacions son independentes e que con elas pode
representarse calquera rotacion dos eixos de coordenadas no espazo. A matriz

de transformacion global A obtense como a aplicacién sucesiva destas tres
matrices A = BCD:

cos 1) cos ¢ — cos O sen ¢ sen ¢ costsen ¢ + cosfcospsenty  sentsen
A= —sentcos ¢ —cosfsenpcosy) —sensen ¢+ coslcospcosy cosysend
sen 6 sen ¢ —sen 6 cos ¢ cos

Vexamos agora cémo podemos escribir a velocidade angular dun sélido
en funcién dos dngulos de Euler. As velocidades angulares asociadas a cada
unha das tres rotacions estan dirixidas ao longo dos respectivos eixos de
rotacion:

0 6 0
Wy = O wp = 0 Wy = 0
¢ XYZ 0 enT w e'n'r!

onde indicamos en que base estd expresado cada un destes vectores. Agora
sé temos que aplicar as matrices de transformacién correspondentes para
expresar os tres vectores na base final e sumalos:

0 0 0
w=BC| 0 |+Blo |+ 0 |= (2)
¢ 0 (4
Wyt dsen b sent) + 0 cosp
= | wy | =| dsenbcosiy — hsentp (3)
Wy $cosd + 1)

3. Dinamica do corpo rixido

3.1. Ecuacions de Euler

Agora que xa temos todas as ferramentas necesarias pasaremos a analizar
o movemento dun solido rixido buscando as suas ecuaciéns de movemento.
Pola sta simplicidade comezaremos analizando o caso libre.
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3.1.1. Caso libre

No caso libre, ao non existiren forzas externas, o movemento do centro de
masas sera uniforme, polo que sempre podemos pasar a un sistema inercial
no que este se atope en repouso. Neste sistema de referencia a lagrangiana
¢é simplemente a enerxia cinética do corpo, que é a enerxia cinética de rota-
cién. Ademais sempre poderemos tomar o sistema no que o tensor de inercia
¢é diagonal, simplificando ainda mais o problema. Obtemos:

1 1 1
L =Tt = =I1(w1)* + = Io(w2)? + ~I3(w3)?
2 2 2
Escribamos a ecuacion de Euler-Lagrange para a coordenada t:
da(ory ot _
dt \ 94 oy

ou, aplicando a regra da cadea:

a4 (O o) oT o
dt \ Ow; 877[)

R T

Como estamos no sistema de eixos principais, temos que

oT

oy = Lwi (sen suma en 17)
Wi

Necesitamos ademais as derivadas das componentes da velocidade angular
respecto de 1. Para isto utilizamos as expresiéns (3):

&4}1 s 2 _
%_d)senﬁcomb fsen®) = wo
Owa j -
%_—dmen@senzp—@cosw— w1
Ows
o
Our _ Ows _
o O
0wy _
oY

e pofiendo todos os ingredientes xuntos, chegamos & ecuacion:
I3ws + (IQ — Il)wlwg =0.

Efectuando o calculo andlogo para as outras coordenadas, ¢, 6, chegaremos
as restantes ecuaciéns do movemento. Non obstante, isto non é necesario,
pois tendo en conta que a eleccién dos eixos como 1, 2 e 3 é arbitraria, a
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ecuacién anterior seguird sendo vélida para permutacions ciclicas nos indices.
Con iso chegamos &ds ecuaciéns de Euler para o caso libre:

Lo + (13 — IQ)wag =0
Trwy + (Il — Ig)wgwl =0
Isws + (IQ — Il>w1w2 =0

Estas ecuacions podemos escribilas como

d .
Ii% + €ijpwi (Tgwr) (sen suma en 7)

ou en forma vectorial:

dw dL
I'n—+wx(l-w)=0= —+4+wxL=0
dt dt
Esta ecuacion é valida para o sistema de eixos mébiles solidario 6 sélido. Se
agora estamos nun sistema no que os eixos estan fixos, como vimos anterior-

mente: JL JL
PR L fr— — p—
7 + w X 0= 7 0,

que non é mais que a ecuacion de Newton para a rotacién dun sistema libre
no sistema de referencia inercial.

mébiles fixos

3.1.2. Caso con momentos externos

No caso no que haxa forzas externas teriamos que aplicar a ecuacién:

d (dT\ dT
dt(cw)dw—%

onde @y, ¢ a forza xeneralizada na direcciéon da coordenada 1, que escribimos:

_p Or O Ox 08
Q”’_F'azp_F’aw_anQj N (4)

Lembremos que dr = d§2 x r, ou dz; = €;j;,d€2;x}, de onde

ox;
8;; = €Tk (5)

Ademais, tendo en conta que df2 = wdt e da expresién de w en termos
dos angulos de Euler (3) temos:

d§21 = d¢senfsen 1 + db cos
dQe = d¢sen f cosp — df sen
dQ3 = d¢cos b + dip
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polo que:
891 892 893
SUL 2y, Z3 o
Substituindo (5) e (6) en (4):
i 00
Qy = zé?ggaaj = Fieigrrg = eapivply = (r x F)3 = Mg,

onde M =r x F é o momento das forzas respecto a orixe.
A ecuacién para 1 queda entén, no caso de forzas externas:

Isws + (12 — I )wiwe = M3,

e utilizando de novo a permutacion ciclica dos indices, o conxunto de ecua-
cions de Euler

L + (13 — IQ)ngwg = M
Irwo + (Il — I3)w3w1 = M,
Isws + (IQ — Il)w1w2 = Mjy

Analogamente a como fixeramos no caso libre, escribimos estas ecuacions
de Euler como:

d
H-d—“;+wx(ﬂ.w):M (7)

onde salientamos que non é necesario especificar se estamos no sistema de
eixos fixos ou mobiles xa que

dw
dt

b wx dw
WXWw= —
dt

e
o dt

fixos mébiles mobiles

As ecuaciéns (7) son, de novo, as ecuaciéns de Newton para a rotacién, neste
caso con momentos externos:

dL
dt

L
—|—w><L:1\/I:>d—

=M
dt

fixos

mébiles

Da ecuacién de Euler deducimos que un corpo rixido libre non pode xirar
con w constante a non ser que o faga arredor dun eixo principal, xa que, se
Cé—‘;’ =0eM =0, entén w x (I-w) =0 e, polo tanto w e I - w son paralelos,
ou o que é o mesmo, w é un autovector: esta na direcciéon dun eixo principal.

Se este non € o caso hai que aplicar un momento externo M.
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3.1.3. Conservacién da enerxia

Se agora tomamos a ecuacién de Euler e multiplicamos pola esquerda
por w, de forma que o segundo sumando do primeiro termo desaparece
(é perpendicular a w)

dw
- = =M -
w 7 w
e tendo en conta que I é simétrico
1d d

Para buscar soluciéns a estas ecuaciéns temos que fixar as forzas exter-
nas. Os dous casos que trataremos seran o do trompo simétrico libre e o do
trompo pesado cun punto fixo.

3.2. Trompo simétrico libre

Consideremos un corpo tal que Iy = Iy # I3 que rota libremente sen
ningunha forza externa. As ecuaciéns de Euler neste caso toman a forma:

Ildjl = (Il — Ig)w2w3
Ild)Q = (Ig — Il)u)‘g,wl
Isws =0
Co cal w3z = cte e podemos tomalo como unha condicién inicial. Desaco-

plando o sistema de dias ecuaciéns restante (derivando unha delas respecto
6 tempo e substituindo a outra) obtense:

. <I1 —1I3 )2
Wy + | ——ws3 | we =0,
I

que é a ecuacién dun oscilador harménico simple, da cal conecemos a solu-
cion:

I3—1
wo = Asen(Qt) onde Q= %wg
1
Conecido wy podemos calcular wi:
Tiwe
= ——— = w; = Acos(Qt
w1 T = I)os w1 cos ()

A solucién que obtemos é que o vector wie; + woes ten modulo constante
A e xira arredor do eixo de simetria con frecuencia angular constante §2.
Como w3 tamén era constante, a velocidade angular terd médulo constante

w = /A? + (w3)? e xirard arredor da direccién definida por es. Isto é o que
chamamos movemento de precesion do trompo libre. Canta maior diferenza
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haxa entre os valores dos momentos de inercia no sistema de eixos principais
maior serd a frecuencia de precesién.

As constantes A e w3 relaciénanse coa enerxia e o momento angular do
sistema como:

1 1 1 1 1
Trot = 5—’1(&)1)2 + 5-71(002)2 + 513(w3)2 = §I1A2 + 5-73(103)2

L2 = (I1w1)2 + (I1w2)2 + (Igw3)2 = II2A2 + Ig(w3)2

Nunha primeira aproximacion, estes resultados poden aplicarse ao mo-
vemento de rotacion da Terra, pois os momentos externos debidos ao Sol
e 4 Lua poden considerarse nulos. A Terra é aproximadamente simétrica
respecto ao eixo polar e lixeiramente achatada, polo que I1 = I e I3 é lixei-
ramente maior que [i:

-1 _ 1
S = 0,00827 ~ oo

A frecuencia angular de precesion sera

I3 1 w3

Q ~
I, 273000

polo que o periodo de precesién serda unhas 300 veces o de rotacion, ou sexa,
uns 300 dias ou 10 meses. A amplitude é en realidade moi pequena (uns 5
m) e o periodo de 427 dias (xa que a Terra non é perfectamente homoxénea,
nin rixida, nin libre).

3.3. Trompo simétrico pesado cun punto fixo

De novo temos un trompo simétrico (I; = I3), pero neste caso estard so-
metido a un campo gravitatorio externo. Consideraremos ademais que un
punto do eixo de simetria do corpo estd sempre en repouso. Este problema
é o dunha buxaina xirando co seu punto de contacto co chan fixo (trompo
de Lagrange)

Neste caso o sistema mais conveniente non é o que ten a sta orixe no
centro de masas, senén o que a ten no punto fixo do corpo. A enerxia cinética
do corpo sera a enerxia cinética de rotacién respecto do punto fixo, que
escrita en funcién dos dngulos de Euler sera:

1 1 1
T=To= 511((411)2 + 511(LU2)2 + 5[3((,03)2 =
1. . . 1. . )
= 511(¢2 sen” ) + 6%) + 5[3(¢ cos 6 + 1)?

e se a distancia entre o punto fixo e o centro de masas do corpo é [, entén a
enerxia potencial sera:
V =mglcosf
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Figura 4: Trompo de Lagrange

co cal xa podemos escribir a lagrangiana do sistema:
1 . . 1 . )
L= §I1(¢2 sen” 0 + 0%) + §Ig(¢cosﬁ + 1) — mgl cos 6

As coordenadas ¢ e 1 son ciclicas, co cal os seus momentos conxugados
conservaranse. O momento p, corresponde 4 componente do momento angu-
lar na direccién do eixo Z, mentres que py serd a componente do momento
angular no eixo de simetria do corpo Z’. O valor destes momentos é:

L . .
L,=ps= qu = (N sen? @ + I3 cos? 0)¢ + 111 cos O
OL S
Ly =py = @ = (¢ + ¢cos )3 = [3ws(= ws = cte)
E despexando de aqui ¢ e 9
¢ = Po— Py cost
~ I;sen26

L py—Ispcosd  py Py — Py cos b
S ) iy NN (R S il

v I3 [P I sen? 0

Ademais, como a gravidade é unha forza conservativa, teremos outra can-
tidade conservada no sistema, a sta enerxia, que coincidira coa hamiltoniana
H. A sta forma é:

1 . . 1
H=T+V = 511(<b2 sen” 0 + 6%) + 5]3(44)3)2 + mgl cos 0

pero por ser ws constante podemos eliminar o segundo termo cambiando a
nosa orixe de enerxias. Ademais podemos substituir ¢ pola expresién obtida
anteriormente, e asi obtemos que a enerxia do sistema é:

1_ . (p¢ — Py COS 9)2
5 10 + [/(0) onde V(H) 57, sen2 0 + mgl cos 6
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Agora temos un problema dunha soa variable cun potencial efectivo V().
Dadas unhas condiciéns iniciais poderiamos separar variables e integrar a
ecuacién para obter 6(t), resolvendo asi formalmente o problema. Faremos
aqui unha andlise cualitativa das soluciéns, atendendo & curva do potencial
efectivo.

V(8)

P e
0, 8, T 9, n

0

Figura 5: Potencial efectivo do trompo de Lagrange

O potencial efectivo ten un minimo para un valor do angulo 6y, de forma
que se axustamos as condiciéns iniciais para que o movemento se produza
co valor da enerxia correspondente a este minimo teriamos simplemente un
movemento de precesion regular do corpo.

Para calquera valor da enerxia do sistema por riba deste minimo, teriamos
unha velocidade @ distinta de cero e o angulo polar oscilara entre un valor
minimo A e un valor maximo -, que son os puntos de retorno do problema
unidimensional equivalente: movemento de precesién con nutacion. Neste
caso, e dependendo dos valores de py, py € E pode ocorrer que:

= ¢ tefia sempre o mesmo signo, ¢(A;) > 0, ¢(f2) > 0 (o movemento no
angulo azimutal transcorre sempre na mesma direccién).

= ¢ tena distinto signo nos valores extremos de 6 ¢(6;) < 0, ¢(62) > 0
(o sentido de movemento no azimut inverterase nos cabeceos).

» 1o valor minimo de 6 se cumpra ¢(;) = 0. Esta é a situacién na que
o pedén comeza a caer dende o repouso, ata que acada o outro punto
de retorno con ¢(f2) > 0 e volta a subir para reanudar o ciclo.

3.4. Estabilidade das solucidons

Consideremos que temos un corpo rotando arredor dun eixo principal.
Trataremos de analizar o que ocorre se aplicamos unha pequena perturbacion
a ese movemento.
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(@) (b) (c)

Figura 6: Traxectorias do eixo do trompo de Lagrange

Tomemos un sélido xirando arredor dun dos seus eixos principais, é dicir,
w = wie;. Agora perturbamos lixeiramente o movemento, de forma que w
pasa a ser w = wie] + Aez + pes, onde A e p son moi pequenos. As ecuacions
de Euler no sistema de eixos principais quedan:

Ildjl — (IQ — Ig)/\,u =0
LA — (I3 —I)wipn=0
13,& — (Il — Ig)wl)\ =0

Desprezando termos cuadraticos en p e A, a primeira dinos simplemente
que wy =cte, polo tanto o interese estd nas outras duas, que desacoplando
quedan

(o — )3 — 1)

i
+ I I3

(w1)?A =0

e a mesma ecuaciéon para p. Dependendo do signo do coeficiente linear as
soluciéns para A e p estardn acotadas (signo +, solucién estable) ou non
(signo — ou cero, solucién inestable). Se os tres momentos de inercia son
distintos, vemos que o xiro arredor dos eixos con maior e menor momento
son estables, mentres que o xiro arredor do eixo con momento intermedio
non o é. Se o trompo é simétrico, sé o xiro arredor do eixo de simetria
é estable.
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